Anales de la Real Academia de Doctores de Espaiia. Volumen 8, niimero 1 - 2023, paginas 177-196
Vicente Bermejo Fernandez-Programas de intervencion en la ensefianza-aprendizaje de las matemadticas...

DISCURSO DE INGRESO

Programas de intervencion en la ensefianza-aprendizaje

de las matematicas en el niino*

Intervention programs in the teaching and learning of mathematics in children.

Vicente Bermejo Fernandez*”

Académico Correspondiente de la Secciéon de Humanidades de la Real Academia de Doctores de Espaiia

vbermejo@ucm.es

RESUMEN

Después de unas breves palabras curriculares introductorias, se resaltan las mediocres puntuaciones
obtenidas en matemadticas por los escolares espafioles, tanto en evaluaciones nacionales como
internacionales. Se concluye recordando la Declaracién de los Derechos del Nifio (1959) a una
formacion Digna y Adecuada, postulando la construccién de puentes entre la escuela y la universidad.
En el siguiente apartado se proponen cuatro programas de intervencién para mejorar el desarrollo
matematico del nifio, concluyendo con el apartado cuatro en el que se expone mas ampliamente el
modelo de intervencién de Bermejo y colaboradores (PEIM), basado en cuatro pilares fundamentales:
los alumnos, el profesor, los contenidos y el contexto del aula. Los datos empiricos confirman la eficacia
de este ultimo modelo (PEIM).

PALABRAS CLAVE: Programas de intervencidn, ensefianza-aprendizaje de las matematicas,
evaluaciones matematicas, modelo PEIM

ABSTRACT

After a few brief introductory curricular words, the mediocre scores obtained in mathematics by
Spanish schoolchildren are highlighted, both in national and international assessments. It concludes
by recalling the Declaration of the Rights of the Child (1959) to a Dignified and Adequate formation,
postulating the construction of bridges between the school and the university. In the following
section, four intervention programs are proposed to improve the child's mathematical development,
concluding with section four, in which the intervention model of Bermejo et al. (PEIM), based on four
fundamental pillars: the students, the teacher, the contents and the context of the classroom.
Empirical data confirm the effectiveness of this last model (PEIM).

KEYWORDS: Intervention programs, teaching-learning of mathematics, mathematics assessments,
PEIM model.
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1.- INTRODUCCION

Quisiera empezar resaltando miinclinaciéon por la investigacién, incluso desde mis primeros
estudios realizados en Paris, para obtener la Licenciatura y Lectorado en Teologia (1967-
1968) con profesores tan ilustres como el padre dominico Ives Marie-Joseph Congar, que
desempefié un papel muy relevante en el Concilio Vaticano II, y que fue elegido cardenal en
el afio 1994. Aqui di mis primeros pasos en el campo de la investigacion, trabajando en mi
Tesina sobre Santo Tomas de Aquino, un gran filésofo y, para mi, el mejor te6logo de todos
los tiempos, que fue profesor en la Sorbona en el siglo XIII, tal como aparece en el egregio
frontispicio de esta Universidad parisina, que fue una de las primeras Universidades

fundadas en el mundo.

En esta Tesina se recogen 727 notas y 107 citaciones de autores (ver Bermejo, 2016).
Ademas, en esta plaza de la Sorbona tuve el placer de conocer al célebre y laureado fil6sofo
francés Jean-Paul Sartre, en sus politicos discursos durante la huelga general de Francia en
el afio 1968, en el que llegaron a tambalearse no pocas instituciones francesas, incluido el

mismo De Gaulle como Presidente de la Reptiblica Francesa.

El afio 1969 obtengo la Licenciatura en Filosofia en Madrid con la Tesina: “Disquisiciones en
torno al hombre marxiano” en la que se recogen 324 notas-citas a lo largo del trabajo (ver
Bermejo, 2015). Ello denota, a mi entender, un modo de escribir cada vez mas informado,

mas objetivo y mas cientifico.

En 1970 tomé la decision, acertada, pero no menos compleja, de abandonar la tesis doctoral
en filosofia, que estaba realizando en la Universidad de Friburgo (Suiza) sobre “La liberté
chez Jean-Paul Sartre et Merleau Ponty”, para estudiar Psicologia Genético-Experimental en

la Universidad de Ginebra “de la mano de Jean Piaget”.
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Permitaseme introducir aqui a quien fue mi maestro con algunas palabras retomadas del
ABC, 1 de octubre de 1996, de mi articulo “Recordando a Piaget, maestro de la psicologia
del nifio”, con motivo del centenario del nacimiento de Piaget: “Conoci... a Piaget en una
situacién un tanto curiosa, pero no insdlita. A los pocos dias de llegar al Instituto Jean-
Jacques Rousseau de Ginebra (Escuela de Psicologia entonces), merodeando con un amigo
y colega suizo por el pasillo principal.., observo un grupo de personas que rodean
animosamente a un personaje vestido con un envejecido y usado gaban... Entonces se me
ocurri6 preguntar a mi amigo quién era ese “clochard” (vagabundo). Inmediatamente of la
respuesta queda de mi amigo, que pretendia silenciar, o quiza recriminar, mi espontanea...
pregunta: “Chiiis, il est Piaget”. Efectivamente, ... eran famosos su viejo gaban, su vieja boina,
su vieja pipa, su vieja bicicleta, etc. Sin embargo, como alguien ha dicho, parecia rodeado de
un aura intelectual similar al aura dramdtica que emana de los grandes actores”. Pero mas
interesante, Piaget impartia sus clases en el Aula Magna de la Universidad de Ginebra, “con
una asistencia multitudinaria y diversa... formada tanto por estudiantes de psicologia como
por estudiantes y profesores de otras facultades, muchos de ellos extranjeros..., de modo
que no era facil encontrar un asiento disponible, utilizandose frecuentemente los mismos
escalones de los pasillos para sentarse.... Lo que realmente impactaba en la clase de Piaget
eralanaturalidad, la claridad y 1a obviedad de los contenidos que alli se proponian, de modo
que lo complicado parecia sencillo, lo dificil parecia facil y lo discutible venia avalado por

argumentos tedricos y comportamientos concretos del nifio”...

Pero hagamos un muy breve recorrido por la vida y obra de Piaget. Nace el 9 de agosto de
1896 en Neuchatel (Suiza). A los veintitin afios presenta su tesis doctoral en Zoologia, y toma
entonces la decision de dedicar su vida a la “explicacion bioldgica del conocimiento”, como

escribe en su Autobiografia. Para ello descubre en el laboratorio de Binet (Paris) el método
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apropiado (el método clinico) que va a utilizar para estudiar empiricamente el pensamiento
infantil. En la Universidad de Ginebra es muy bien acogido, especialmente por Claparede.
Durante los primeros afios, analiza sistematicamente el desarrollo de sus tres hijos,
recogiendo sus resultados en su famosa trilogia: “La naissance de l'intelligence chez I'enfant”,
“La construction du réel chez I'enfant” y “La formation du symbole chez I'enfant”. Ensefia al
mismo tiempo psicologia infantil en la Sorbona desde 1952 a 1963, y en 1956 crea en
Ginebra el famoso Centre International d’Epistémologie Génétique, bajo el patrocinio de la

Fondation Rockfeller. Muere en Ginebra en el aino 1980.

Piaget ha pasado a la Historia como un genio, como un revolucionario y para los que le
hemos conocido de cerca, como un infatigable trabajador. Del 18 al 22 de Noviembre de
1996, con motivo del centenario de su nacimiento, celebramos en la Facultad de Psicologia
de la UCM y en el Ateneo de Madrid la semana Jean Piaget. El Acto Inaugural se celebré en
la Facultad de Psicologia de la Universidad Complutense, con la asistencia del Excmo. y
Magfco. Sr. D. Rafael Puyol, Rector de la Universidad Complutense de Madrid, del Excmo. Sr.
D. Rudolf Schaller, Embajador de Suiza en Espafia, y de otras autoridades. Aqui tuve el honor
y el placer de mostrar mi gratitud a mi maestro, pronunciando la Conferencia Inaugural con
el titulo: “Piaget, vida y obra”. El Excmo. y Magfco. Sr. D. Rafael Puyol cerré el acto
“destacando, dijo, la proyeccidn polivalente de la obra piagetiana, que ha alcanzado a
disciplinas tan dispares como la psicologia, la pedagogia, 16gica, lingiiistica, matematicas,

filosofia, etc., e incluso a su propia disciplina, la geografia humana”.

Aqui, pues, en Ginebra, estudié, fui becario del CSIC durante 3 afios, trabajé como profesor
ayudante en la Universidad y como becario del Fond National Suisse pour la Recherche
Scientifique, e hice mi tesis doctoral, que defendi, no obstante, en la Universidad Auténoma
de Barcelona en octubre de 1979, para evitar el largo tiempo que suponia entonces la
convalidacion. En esta Universidad ginebrina, aprendi a investigar el desarrollo del nifio,
percibiendo enseguida que este trabajo me producia una satisfacciéon y un placer especial al
descubrir la peculiaridad del comportamiento infantil, con sus aciertos, sus errores y sus
estrategias a lo largo de los afios. Era un acierto de la Universidad ginebrina iniciar las
practicas de los estudiantes en los colegios desde el primer afio de la carrera de Psicologia.
Este beneplacito ante la investigacion infantil me llevaria, nada mas llegar a Madrid en 1980,
a estimular a mis alumnos de Psicologia Evolutiva de la Facultad de Psicologia de la
Universidad Complutense a llevar a cabo investigaciones empiricas, formando, ya entonces,

cuatro grupos que analizarian diferentes aspectos del desarrollo de la 16gica infantil.

Y el paso de la ldgica a las matematicas es mas bien corto (véase Bagassi et al., 2020), de
modo que esta circunstancia y los resultados mas bien preocupantes obtenidos por los

alumnos espafioles en evaluaciones tanto nacionales como internacionales en matematicas,
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me llevaria a iniciar un recorrido de casi cuarenta afios investigando “cdmo y cudndo el nifio

aprende las matemdticas”, que es el titulo de mi altimo libro (Bermejo, 2018).

2.- EVALUACIONES NACIONALES E INTERNACIONALES

Los resultados obtenidos en matematicas por los alumnos espafoles, tanto en las
evaluaciones nacionales como internacionales, son por lo menos preocupantes (ver
Bermejo, ABC, 06/01/2020). Veamos algunos datos recientes. En las evaluaciones
realizadas por el INCE (Instituto Nacional de Calidad y Evaluacién) en 1995 en todo el
territorio nacional, en centros publicos y privados en 22 de Educacién Primaria y en 62 de
la antigua EGB, las puntuaciones obtenidas en matematicas son las mas bajas con respecto
a las demas materias: el 29°9 % de alumnos de 22 de Educacién Primaria no alcanzan la
puntuacion de suficiente en matematicas (véase INCE, 1995), y el 52’2 % de los escolares
de 62 curso de EGB tampoco consiguen la nota de suficiente (p.75).Y en esta misma linea, la
evaluacion realizada por el INCE en el afio 2000 a alumnos de final de la ESO (16 afos), los
resultados muestran que solo alcanzan un 40% de aciertos en matematicas, y este
porcentaje baja incluso hasta un 34 % si evaluamos solamente la resolucién de problemas
(ver INCE, 2001).

En cuanto a las evaluaciones internacionales, el dltimo informe para alumnos de 42 de
Primaria (9-10 afios) en matematicas, en TIMSS (Trends in International Mathematics and
Science Study) realizado en 2019, Espafia obtiene 502 puntos, mientras que Singapur
consigue el primer puesto con 625 puntos. Ello significa que Espafia se sitda en el puesto 37

de los 58 paises participantes.

En las evaluaciones de la OCDE (PISA actualizados 9 de diciembre de 2021 (Programme for
International Student Assessment)) Espaia obtiene 481 puntos y la media de la OCDE es 489,
siendo Japo6n el nimero uno con 527 puntos. Espafia ocupa el décimo lugar con respecto al
ultimo pais, y el 28 con respecto al primero. Espafa situdndose por debajo de la media de la
OCDE.

En cuanto a las Olimpiadas Internacionales de Matematicas (IMO: International Mathematical
Olympiad), que se celebran todos los afios para estudiantes preuniversitarios, en el afio 2021,
China, Rusia y Corea obtienen los tres primeros puestos en este orden, mientras que Espafa
se situd en el puesto 63, de un total de 93 paises participantes. Una vez mas, Espaia sigue

situdndose en posiciones mediocres con respecto al total de paises participantes.

Ante estos resultados mediocres y preocupantes me pregunto si en la Espafia del siglo XXI
se estan respetando y cumpliendo los principios de la Declaracién de los Derechos del Nifio
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(20/11/1959), principios que son igualmente obligatorios e imperativos para todos los
ciudadanos y en todos los tiempos. En concreto, el principio 52 de la Declaracién de los
Derechos del Nifio reza asi: “El derecho a una educacién y a un tratamiento especial para
aquellos nifios que sufren alguna discapacidad mental o fisica”. Ello significa que los nifios
espafioles tienen derecho a una educacién digna y adecuada al nivel socioeconémico del
pais en que viven. En consecuencia, en el siglo XXI ;no seria incumplimiento de este
principio obtener en las evaluaciones internacionales puntuaciones en matematicas mas
que mediocres? O ;acaso los escolares espafioles no tienen derecho a una formacién

matematica digna y adecuada?

Desde esta perspectiva, llevo trabajando durante mas de cuarenta afios para dar respuesta
a estos interrogantes, intentando mejorar el desarrollo matematico de nuestros escolares.
En esta linea se enmarcan algunos de mis libros, como “El nifio y la aritmética”, o “Como
ensefiar matemdticas para aprender mejor”, o “Cémo y cudndo el nifio aprende las

matemdticas”, etc., y decenas de publicaciones en revistas nacionales e internacionales.

Y para concluir este apartado me gustaria afadir la imperiosa conveniencia de construir
puentes entre la escuela y la universidad, entre la practica educativa y la investigacién
universitaria para mejorar la formacién matematica de nuestros escolares. En el ambito de
la medicina, por ejemplo, se aplican frecuentemente los avances de la investigacion en la
practica médica cotidiana. ; Por qué no acontece algo parecido en el ambito de la ensefianza-
aprendizaje de las matematicas? En Singapur, uno de los paises mas avanzados en la
formacién matematicas de sus alumnos segtin aparece en las evaluaciones internacionales,

como PISA por ejemplo, silo estan haciendo desde hace ya algunas décadas de afios.

3.-PROGRAMAS DE INTERVENCION PARA MEJORAR LA FORMACION MATEMATICA DEL NINO

Aunque son numerosos los trabajos que se publican anualmente sobre matematicas, los
programas de intervencion en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas en el nifio son
menos frecuentes. Dada la limitacién espacio-temporal de esta conferencia-discurso,

veamos con brevedad algunos de ellos mas significativos y mas conocidos en este campo.
3.1. Instruccion anclada (“Cognition and technology group at Vanderbilt”).

Un grupo de investigadores de la Universidad de Vanderbilt (Nashville, Tennessee)
desarrollaron en los afios noventa principalmente un programa de intervencion para la
enseflanza de las matematicas denominado “Instruccién anclada” (Ver Cognition and
Technology Group at Vanderbilt, 1990, 1992). Partiendo de las ideas de “conocimiento inerte”
de Whitehead (1929) y de “conocimiento funcional” de Dewey (1933), que pone de relieve la
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importancia no solo de conocer un objeto, sino también de saber como y cuando utilizarlo,
proponen este programa para ayudar a los alumnos a adquirir conocimiento ttil. Efectivamente,
en mis investigaciones (ver, por ejemplo, Bermejo y Lago, 1994) he encontrado ejemplos de este
fendmeno, tal como ocurre en nifios de unos cuatro afios, que aprenden pronto a contar, pero
no saben para qué sirve el conteo y cuando aplicarlo. Partiendo de un marco constructivista,
crean entornos de aprendizajes significativos, reales e interesantes, que denominan
“macrocontextos”, y que facilitan el debate y discusidn entre alumnos y profesor. El rol de este
ultimo no se limita a ofrecer informacién, sino mas bien es guia durante el proceso de resolucion
de los problemas. Por tanto, se trata de plantear problemas complejos, pero realistas, que

faciliten el aprendizaje cooperativo y el autoaprendizaje.

Se han llevado a cabo varios experimentos con alumnos de quinto y sexto curso, encontrando
que la eficacia de la Instruccion Anclada se manifiesta de modo significativo sobre todo en la
resolucion de problemas. Ademas, los alumnos que siguen el programa cambian positivamente
de actitud con respecto a cuatro variables: autoconfianza, utilidad de las matematicas, interés
por las matematicas y el desafio de los problemas complejos matematicos.

3.2. Lainstruccion guiada cognitivamente.

El programa “Instrucciéon Guiada Cognitivamente” (CGI) aparece en los afios ochenta,
adquiriendo mayor desarrollo y popularidad en los afios noventa y principios del siglo XXI
(ver Carpenter, T. y Fennema, E., 1992; Carpenter, T., Fennema, E. y Franke, M., 1996;
Carpenter, T, Fennema, E., Franke, M.L., Levi, L. y Empson, S.B., 1999). El marco teérico de

este programa es manifiestamente constructivista y consta de tres partes:

12) Estudio correlacional.
22) Estudio experimental.

32) Estudio de casos.
12 Parte: Estudio correlacional.

Aqui se estudia la relacion entre el conocimiento pedagogico y creencias de los profesores sobre
el pensamiento matematico infantil, asi como la relacidn de estas creencias con el rendimiento
matematico de sus alumnos. Los resultados obtenidos muestran que existen relaciones

significativas en estas correlaciones (ver Peterson, Fennema, Carpenter y Loef, 1989).
22 Parte: Estudio experimental.

En esta parte se analiz6 si la formacion de los profesores sobre el pensamiento matematico
infantil afectaria a la instruccién impartida por estos profesores y al rendimiento

matematico de los alumnos. Los resultados muestran que los profesores del grupo
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experimental o mejor informados sobre el pensamiento matematico infantil, insistian mas
en los procesos de solucién de los problemas que en las respuestas, y ademas dedicaban
mas tiempo preguntando y escuchando a sus alumnos. Con respecto al rendimiento
matematico de los alumnos, obtenian resultados significativamente mejores tanto con

respecto a los hechos numéricos, como a la solucién de problemas verbales.
32 Parte: Estudio de casos.

En este apartado se analiza mas profundamente el uso que hace el profesor de sus
conocimientos sobre el razonamiento matematico de los nifios y los cambios que se
producen tanto en la instruccién como en las creencias. Igualmente, el rendimiento de los
alumnos esta relacionado directamente con los cambios que se producen en la instrucciéon
del profesor, de modo que los alumnos resolvian mas problemas verbales y les gustaban

mas las matematicas.
3.3. Programa “realistic mathematics education”.

Este programa aparecié en la década de los setenta en Holanda como contrapartida a los
enfoques mecanicistas dominantes en la ensefianza de las matematicas en este pais. Basado
en la fenomenologia didactica de Freudenthal (ver 1983), las matematicas se entienden, no
como un sistema formal universal de conceptos y reglas, sino como una actividad humana
centrada en la solucién de problemas. En otras palabras, el conocimiento matematico se
desarrolla a partir de fendémenos del mundo real, de modo que las matematicas son como
una actividad que conduce a los alumnos a reinventar las matematicas. Pero como precisaba
Freudenthal (1973), los alumnos no inventan nada ellos solos, sino que se trata mas bien de
una reinvencién guiada. Ademas, los problemas contextuales juegan un papel significativo
en la ensefanza-aprendizaje de las matematicas, ya que no solo son un medio en donde se
aplican los conocimientos, sino sobre todo es la fuente para construir objetos mentales o
conceptos matematicos. Los problemas contextuales son situaciones de la vida real,
familiares y motivantes para los nifios, que se presentan en contextos mas amplios, como,
por ejemplo, un juego, que da lugar a un aprendizaje significativo de los nuevos conceptos

matematicos (ver Gravemeijer y Doorman, 1999).

Para este programa el aprendizaje de las matematicas es una actividad constructiva que se
inicia a niveles concretos e intuitivos (modelos manipulativos, visuales, diagramas,
esquemas, etc.) para alcanzar niveles abstractos y formales. Aunque la confirmacién
experimental de este programa es mas bien escasa (ver De Corte, 1995), sin embargo, su
incidencia en la formacion del curriculo nacional en Holanda, asi como su influencia en los
textos matematicos holandeses de educacion primaria, son notorias (ver De Corte, Greer y
Werschaffel, 1996).

184 | Vicente Bermejo Fernandez




Anales de la Real Academia de Doctores de Espaiia. Volumen 8, niimero 1 - 2023, paginas 177-196
Vicente Bermejo Fernandez-Programas de intervencion en la ensefianza-aprendizaje de las matemadticas...

3.4. Elproyecto de intervencion de Cobb y colaboradores.

Cobb y col. (Cobb, 1996; Cobb, Wood, Yackel, Nicholls, Wheatley, Trigatti y Perlwitz, 1991;
Yackel y Coob, 1996) entienden que el aprendizaje de las matemadticas consiste en un
proceso de construccion individual y de enculturaciéon social, resaltando la presencia de dos
procesos esenciales en el aula: la negociacién y la interaccién. Ambos procesos enfatizan el

rol activo del alumno en el aprendizaje de las matematicas.

Por otra parte, el debate y discusion del comportamiento de los nifios resolviendo
problemas matematicos lleva a los profesores a cuestionarse determinados aspectos que
antes eran incuestionables, como, por ejemplo, a diferenciar entre ejecucién correcta y
comprension conceptual; o simplemente llegan a cuestionar actividades de instrucciéon que
se proponen en los libros de texto. El proyecto se desarroll6 en tres fases con alumnos de
7/8 afios durante un afio cada fase. En la primera fase se recogié informacién sobre el
conocimiento matematico de los nifios, que serviria como guia durante las dos fases
siguientes de intervencidn. La segunda fase se realizé en un aula de segundo curso a lo largo

de todo el afo, teniendo en cuenta las tres caracteristicas siguientes:

(a) Autonomia intelectual para que las actividades tuvieran sentido para cada nifio.

(b) Se centra en torno a la relacién entre conocimiento conceptual y de procedimiento, que,
teniendo presente la existencia de una relacién dialéctica entre ambos, se sugiere una

instruccion simultanea.

(c) Conviene propiciar la discusion sobre conceptos matematicos en la que participen los alumnos,

especialmente cuando se proponen diferentes métodos para solucionar el mismo problema.

Finalmente, en la tercera fase participaron 10 aulas experimentales y 8 aulas de control. Los
resultados muestran que no habia diferencias entre los grupos experimentales y de control
con respecto a los niveles de ejecuciéon. En cambio, los resultados fueron netamente

superiores en los grupos experimentales cuando se trata de la comprensién conceptual.

4.- PROGRAMA EVOLUTIVO INSTRUCCIONAL PARA MATEMATICAS (PEIM) DE
BERME]JO Y COLABORADORES

4.1. Marco tedrico del PEIM

Los fundamentos tedricos de este programa son netamente constructivistas. Los origenes
del constructivismo se remontan a los trabajos de Jean Piaget y Lev S. Vygotsky (los dos
nacieron el afio 1896, el primero suizo y el segundo bielorruso). Dentro del constructivismo

aparecen dos corrientes importantes: el constructivismo cognitivo y el constructivismo
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social o dialéctico, seguin se enfaticen los procesos de construccion individual o los procesos
sociales y culturales (Fosnot, 1996). Pero en la realidad el aprendizaje de las matematicas
resulta de procesos de auto-organizacion y de enculturacion, o dicho de otro modo, consiste
en una actividad constructiva, interactiva e individual. Desde esta perspectiva conciliadora
e inclusiva (Cobb, 2007), comentemos brevemente cuatro principios tedricos sobre los que

se fundamenta el PEIM.

a) El alumno construye su propio conocimiento.

El conocimiento matematico no se recibe pasivamente, no es una mera absorcion, sino que
es creado activamente por el nifio mediante acciones fisicas y mentales; o dicho de otro
modo, para que el aprendizaje sea significativo el nifio asimila e integra los nuevos
conocimientos matematicos con sus conocimientos previos. Desde este punto de vista, el

profesor se limitara a estimular y facilitar el proceso de aprendizaje de los alumnos.

b) La instrucciéon guia y apoya la construccion del conocimiento por parte del alumno.

Tradicionalmente la instrucciéon en matematicas pretendia sobre todo presentar con
claridad los conocimientos matematicos, usando materiales creativos e ingeniosos. En
cambio, desde el enfoque constructivista se busca que los alumnos desarrollen ideas
personales utilizando sus propios métodos, favoreciendo el debate, la critica y la
justificacién de los métodos de solucidn utilizados. Igualmente, se debe estructurar el clima
social e intelectual del aula, arrojando luz sobre los conflictos y facilitando el didlogo entre
los alumnos. También conviene resaltar la importancia del trabajo cooperativo en la
enseflanza-aprendizaje de las matematicas, siendo conscientes de que un buen rendimiento
personal repercute en el rendimiento de sus compaferos, y que el propio rendimiento

depende del buen rendimiento de los demas (Ver Saxe y Guberman, 1998).

c) Lainstruccién se centra en torno a la comprension y solucién de problemas.

Efectivamente, asi lo establece el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM,
2000) cuando escribe que los alumnos deben “construir los nuevos conocimientos
matematicos a través de la solucién de problemas” (p. 52). Asi se recomienda igualmente
desde el constructivismo al afirmar que la instruccién de las matematicas debe realizarse a
través de problemas para facilitar la comprensiéon (Fennema y Romberg, 1999). Ademas, en
nuestras investigaciones (Bermejo y Rodriguez, 1988, 1990) hemos constatado que cuando
se pide a alumnos de primer ciclo que resuelvan problemas verbales de sumar o restar
raramente escriben la expresién numérica antes de proceder a su resolucion e incluso a
veces son incapaces de hacerlo después de resolverlos correctamente. Finalmente, la
resolucion de problemas desarrolla la habilidad para utilizar los conceptos matematicos y
establecer conexiones entre ellos (Schoenfeld, 1996).
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d) El desarrollo evolutivo especifico ofrece los fundamentos para secuenciar los objetivos

de instruccion.

Desde la ensefianza tradicional la estructura matematica proporciona las bases para
secuenciar los contenidos de instrucciéon. En cambio, desde el enfoque constructivista la
instruccién debe seguir los pasos marcados por el desarrollo matemaético especifico del
nifio, es decir, los pasos que sigue el nifio en el aprendizaje de contenidos significativos como
el conteo, la adicidn, la sustraccion, etc. Por ello, el profesor deberia conocer el perfil
matematico de cada escolar, de modo que, en cada momento del aprendizaje, conozca el
nivel actual de desarrollo matematico de cada nifio, y cudl es el paso siguiente que debe dar
para avanzar en su aprendizaje. Asi, por ejemplo, si se trata del perfil matematico con
respecto a la suma, el profesor deberia conocer no sélo la dificultad de los distintos
problemas verbales aditivos, que hace que algunos problemas verbales sean realmente
sencillos (por ejemplo: los problemas de cambio), mientras que otros son mas complejos
(problemas de comparacién) que suelen adquirirse uno o dos afios mas tarde. Ademas, para
ser eficaces conviene conocer también las estrategias que utilizar habitualmente los
alumnos para resolver estos problemas, asi como los errores que suelen cometer en cada
uno de ellos. Por ello, subrayamos que los errores matematicos infantiles suelen aportar

una informacién muy valiosa tanto para el profesor como para el investigador.
4.2. Pilares del PEIM.

El PEIM es un modelo integrativo e interdependiente que se basa sobre cuatro pilares
fundamentales: la ensefianza (profesor), el aprendizaje (alumno), el curriculo (contenidos
matematicos) y el funcionamiento de la clase (dindmica del aula). No se trata de un modelo
unidireccional, ni estatico, sino que, como el proceso ensefianza-aprendizaje, a medida que
avanza uno, influye en el otro y viceversa. El objetivo prioritario del PEIM es la mejora del
rendimiento matematico en el aula, interviniendo sobre estos cuatro pilares fundamentales:

los alumnos, el profesor, los contenidos curriculares y la dindmica del aula.
a) Los alumnos: Educacion personalizada.

Como hemos subrayado en varias ocasiones (ver Bermejo, 2014, 2018) el alumno es el
protagonista del aula, de modo que el proceso ensefianza-aprendizaje debe centrarse en
torno al alumno. El National Council of Teachers of Mathematics propone el siguiente
Principio de aprendizaje: “Los estudiantes deben aprender matematicas con comprension,
construyendo activamente el nuevo conocimiento desde la experiencia y el conocimiento
anterior” (NCTM, 2000, p. 20). Pero no hay que olvidar que, como apunta Carpenter y
colaboradores (2014), cada alumno lleva a cabo una construccién idiosincrasica en el
proceso de aprendizaje.
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El PEIM propone una educacién matematica personalizada, en el sentido de que el profesor
debe conocer en todo momento el nivel de competencia matematica actual de cada alumno,
asi como su zona de desarrollo préximo. Para ello, el PEIM aconseja el uso de perfiles
matematicos individuales que pueden iniciarse mediante entrevistas individuales y
modificarse después a medida que los alumnos progresan en su aprendizaje (ver Bermejo
y otros, 2000).

Por otra parte, conviene tener presente que las creencias y actitudes de los escolares hacia las
matematicas inciden notoriamente en su aprendizaje (Bermejo y otros, 2000; Randel,
Stevenson y Witruk, 2000). Por ello, el PEIM sugiere el uso de “Cuestionarios” para modificar

creencias y actitudes hacia las matematicas si fuera necesario (ver Ruffell, Mason y Allen, 1998).
b) El profesor: Formacion psicopedagégica y especifica de los contenidos.

EI NCTM (2000, p. 16) propone como Principio de ensefianza: “La ensefianza efectiva de las
matematicas requiere comprender lo que los estudiantes conocen y necesitan para
aprender, asi como retarlos y apoyarlos para que aprendan bien”. La formacién del
profesorado en nuestro pais ha sido frecuentemente inadecuada e insuficiente, en el
sentido de que las Escuelas o Facultades de Educaciéon han ofertado frecuentemente
actividades matematicas avanzadas, cuando la mayoria de estos profesores van a dedicar
su ensefnanza a contenidos matematicos elementales como la adicidn, sustraccion, etc. (ver
Bermejo, 2014). Y ademas, la formacién era insuficiente porque el temario universitario
carecia frecuentemente de contenidos relevantes, como por ejemplo, el desarrollo infantil

de cada uno de los contenidos matematicos mas significativos (ver Bermejo, 1990).

Por otra parte, las actitudes y creencias del profesor hacia las matematicas constituyen
también un factor importante en la ensefianza-aprendizaje de las matematicas (ver
Bermejo, Lago y Rodriguez, 2000; Jacobson, 2017; Philipp, 2007; Ruffell, Mason y Allen,
1998). Es obvio que, si un profesor de matematicas confiesa que no le gustan las

matematicas, deberia cambiar su docencia hacia otros contenidos del curriculo escolar.

El PEIM postula que el profesorado posea una formacion psicopedagégica actualizada y
unos conocimientos exhaustivos sobre el desarrollo-aprendizaje de los contenidos
matematicos mas significativos. Cuando hablamos de formaciéon psicopedagégica
actualizada, no debe entenderse la ensefianza como la simple transmision de
conocimientos, sino mas bien supone la aceptacion de, al menos, dos componentes
nucleares del constructivismo: (a) los nifios construyen sus propios conocimientos, y (b) la
instruccién garantiza y facilita la construccion del conocimiento por parte del alumno. Mas
en concreto, el profesor no solo debe conocer profundamente los contenidos matematicos

escolares, sino también debe conocer al alumno aprendiendo matematicas, de modo que
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pueda anticipar el comportamiento del nifio, sus posibles estrategias y errores que puede
cometer para adquirir cada contenido matematico. Como escribe Rivera-Rivera (2019):
“Para saber cdmo se enseiia hay que saber como se aprende” (p. 165). Para otras
perspectivas en la educacion de los profesores de matematicas ver Thompson, Suurtamm y
Huntley (2021).

c) Los contenidos: Seleccion y secuenciacion.

El PEIM propone seleccionar los contenidos que se ensefian cotidianamente en el aula,
buscando siempre la comprension, el razonamiento, la solucién de problemas,
representaciones mentales, toma de decisiones, que son fundamentales en el desarrollo
matematico del nifio (ver Bermejo y otros, 1999). En cambio, las actividades mecanicas y

memoristicas pasarian a un segundo lugar.

Ademas de seleccionar convenientemente los contenidos matematicos, el PEIM propone
secuenciarlos adecuadamente en funcién de la dificultad que presenten para los escolares.
Por tanto, la ensefianza debe ajustarse al desarrollo concreto de cada escolar (ver Bermejo
y otros, 2000). Para conocer el nivel evolutivo de cada alumno hemos realizado estudios
microgenéticos que nos indican detalladamente los pasos evolutivos que suele seguir el
nifio en el aprendizaje de los contenidos matematicos fundamentales del curriculo escolar
(ver Bermejo, 2004). De este modo el profesor podra diagnosticar e intervenir después
eficazmente para mejorar el aprendizaje de los alumnos (ver Bermejo, Morales y Garcia de
Osuna, 2004).

d) El contexto del aula: dindmica constructivista.

Abreu (1998) entiende por contexto la dinamica de la clase y la multiplicidad de factores
que inciden en el proceso de aprendizaje. Saxe y Guberman (1998), por su parte, consideran
el aprendizaje de las matematicas como la formacién y consecucion de objetivos
individuales en la realizaciéon de actividades colectivas. Finalmente, otros proponen la
participacién activa verbal o no en el aula (ver Inagaki, Hatano y Morita, 1998), o resaltan

los efectos positivos del aprendizaje cooperativo (ver Cowie y Berdondini, 2001).

El PEIM evaluda la dinamica del aula cumplimentando una “Guia de Observacion” por parte de
observadores adiestrados durante la clase a lo largo del curso escolar, prestando especial atencién
alas intervenciones del profesor y de los alumnos, y a los recursos didacticos utilizados.

4.3. Implementacion del PEIM

El PEIM se ha aplicado a alumnos de primero y segundo de primaria de colegios de las

Comunidades de Madrid y Aragon.
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Abreviando al maximo, los resultados muestran que hay una clara relacién entre el nivel de
aplicacion del constructivismo en el aula y el desarrollo matematico de los escolares, de tal
modo que los profesores que conocian y aplicaron mejor los principios constructivista en el
aula sus alumnos obtenian mejores resultados en matematicas. Igualmente, los grupos
experimentales obtienen rendimientos significativamente mas altos que los escolares
pertenecientes a los grupos de control, a pesar de que al inicio del ano escolar las
competencias de los dos grupos eran similares. Lo mismo acontece con respecto a las
estrategias utilizadas y los errores cometidos, apareciendo diferencias significativas entre
los dos grupos. Finalmente, resaltamos la importancia del uso de materiales en el aula sobre
todo al principio del aprendizaje de los contenidos matematicos, tal como hemos mostrado
empiricamente (ver Bermejo y Lago, 1988), y confirmado desde la neurociencia (Dehaene,
1997; Rivera-Rivera, 2019).

Antes de terminar quisiera resumir brevemente los perfiles constructivistas del alumno y

del profesor. En cuanto al
PERFIL DEL ALUMNO:

(a) El alumno construye su propio conocimiento.
(b) Es activo manual y mentalmente.
(c) Adquiere conocimientos significativos, y

(d) Es auténomo e independiente en la construccion de su conocimiento. En cuanto al
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PERFIL DEL PROFESOR:

(a) El alumno es el protagonista del aula.
(b) Los nifios poseen conocimientos previos antes de iniciar la instruccion.
(c) El aprendizaje de las matematicas supone comprension, y

(d) La actitud del profesor es activa: escuchando, preguntando y evaluando constantemente

el proceso de aprendizaje.

Si para concluir nos preguntamos sobre la incidencia del PEIM en la practica educativa
nacional, solo referir una anécdota y citar un trabajo cientifico. En cuanto a la anécdota,
acontecidé hace unos afios, cuando la conocida periodista Mercedes Mild me preguntaba al
final de una entrevista realizada en Radio Nacional de Espafia: “;Le han llamado a usted
desde el Ministerio de Educacién?” Y desde un punto de vista cientifico, la respuesta, nada
sencilla, a este interrogante la encontramos en un articulo de H. Perines (2018) que se titula:

“¢Por qué la investigacion educativa no impacta en la practica educativa?”.
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